PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDADES DE CASTILLA LA MANCHA

JUNIO — 2019

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

El estudiante deber& contestar a una de las dasneggoropuestas A o B. Dentro de

cada opcidn el estudiante elegira cuatro ejercemdse los cinco propuestos. Los ejer-

cicios deben redactarse con claridad, detalladamemnazonando las respuestas. Se
puede utilizar cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

ax’+bx+2six<1
a\/E—xi six>1

2

1°) a) Haya los valores de y b para que la funciofi(x) = {

sea derivable en todo R.

b) Comprueba si la funciéfi(x) = x2 — 4 verifica las hipétesis del teorema de Roll
en el intervald—3, 3].

a)

Para que una funcion sea derivable en un puntorefiaidn necesaria que sea
continua en ese punto, por lo cual, antes de estadiderivabilidad se estudia su con-
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 1, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores realesyde para que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

lir:{l_f(x) = lirr%(ax2 +bx+2)=a+b+2=f(1)
x— x—

Parax =1 = =

. L b\ _

Jim £ = lim (av% —55) =a— b

=>1ir£1_f(x)=lir{l+f(x)=f(1)=>a+b+2=a—b; 2b=-2=b=-1.
X— W g

ax®* —x+2six<1
ax+= six>1"

1
x2

La funcion resultaf (x) = {

La funcionf (x) es derivable en R, excepto para 1 cuya derivabilidad se va



a forzar determinando el correspondientes valaer.de

Una funcidn es derivable en un punto cuando stgatas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

, 2ax —1six <1 , 2a—1six<1
f(x):{%_é Six>1$x=0 ﬁf(l):{%—z Six>1 =

= f’(l_)zf’(]ﬁ')iza_l:%—z, 4a—2:a—4, 3a=—2=}a=_§_

La funcion f(x) es derivable enx = 1 paraa = —% yb=-1.

b)
La funcionf (x) = x? — 4 cumple las hipétesis del teorema de Rolle entet-in
valo [—3, 3] cuando:

1. — Es continua ef-3, 3]. Por ser una funcion polinébmica es continua eifx cua
quier intervalo finito cerrado que se considere.

2.— Es derivable erf—3,3). Por ser una funcion polindmica es derivable en
cualquier intervalo finito abierto que se considere

3.— f(=3) =f(3).
f(=3) = f(3) por tratarse de una funcion par.

Queda comprobado que f(x) cumple las hipotesis del teorema de Rolle.
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2°) a) Calcula razonadamente el area de los recintotaliims por la funcidg(x) =
—x% + 2x + 3, larectax = —2 y el eje de abscisas.

b) Encuentra razonadamente la ecuacion de la reotaaha la grafica de la funcion
g(x) en el punto de abscisa= 4.

El vértice de la curva (parabola) es el siguiente:

gx)=—2x+2=0-x=1. " %
gA) =—12+2-1+3=14 = V(1,4). T | g\ysz(x)
Los puntos de corte con el eje OX de la paralmia s>< B >
los siguientes: —2 10 \\ X
gx)=0>—-x24+2x+3=0; x2—2x—-3=0; =3 \
\c
‘= zJ_r\/;HT _ Zi;/E _ z;_r4 142> {2%;}16)0). . \‘

Otros puntos de la parabola go(4, —5) y D(—2, —5).

La representacion grafica de la situacion esde@ua en la figura adjunta.

La superficie pedida se deduce de la observa@da figura; es la siguiente:

S=— [ f) dx=[Tf@) dx=[(—x2+2x+3) dx =

= [—%+—+3x]_2 = [—%3+x2 +3x]:j =
|

~E 2243 (2| - [+ 12 +3- (D) =

3 3

=§+4—6—§—1+3= u? = 2,33 u?.

w I

b)
El punto de tangencia es el siguiente:

g(4)=—-4*4+2-4+3=-16+8+3=-5>T(4,-5).

La pendiente de la recta normal a una funciénrepunto es el la inversa del
valor de la derivada de la funcién en ese punto:

gx)=-2x+2>m=9'(4)=-2-44+2=-8+2=-6.



La ecuacion de una recta conocida la pendienje-eg, = m(x — x,). Apli-
cando la férmula al puntB(4, —5) y pendienten’ = %:

y—(=5) =2 (x—4); 6y+30=x—4,

Rectanormal:n =x — 6y — 34 = 0.
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ax + 2y = a*
3% a) Discute el sistema  —x +y + z =5 ; en funcion del parametto€e R.
x—ay—z=—4—a

b) Resolver razonadamente el sistema patal.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:
a 2 0 a 2 0 a?
M=[-1 1 1 |yM=|-1 1 1 5 :
1 —a -1 1 —a -1 —-4-—q¢q
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetran es el siguiente:

a 2 0
-1 1 1
1 —-—a -1

M| = =—a+2+4+a*-2=a*-a=0>a; =0,a, =1.

Para {Z z (1)} = Rang M = Rang M’ = 3 = n%inc6g.= S.C.D.

0O 2 0 0
Paraa=0=>M’=(—1 1 1 5>:>RangM’:>{C1,C2,C4}=
1 0 -1 -4

0 2 0
-1 1 5
1 0 —4

=10-8=2+ 0= Rang M’ = 3.

Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

1 2 0 1
Paraa=1=>M’=(—1 1 1 5)=>{F2=—F3}=>RangM’=2.
1 -1 -1 -5

Paraa=1= RangM = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.

b)
x+2y=1
Se resuelve pa@= 1; el sistema resultax +y +z = 5}, equivalente al sis-
X—Yy—z=-5
1 L : :
X—y—z= _5}, que es compatible indeterminado. Haciepdo A, resulta:

x=1—-2A z=x—y+5=1—-21-1+5; z=6—3L



Solucion:x =1—-21, y=1, z=6—-31, VAER.

kkkkkkkkkk



4°) a) Dados los puntod(1,2,0),B(0,—1,2),C(2,—1,3) y D(1,0,1) encuentra la
ecuacion general del plamogue contiene a la rectaque pasa por Ay B y es paralelo
a la rectas que pasa por Cy D.

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedralgtegminan los puntos A, B, C
y D.

a)
Los puntos Ay B determinan el vectB = [B—A] = (—1,-3,2).

Los puntos C y D determinan el vece® = [D — C] = (1,1, -2).

Por contener el planoa la rectar contiene al puntd(1,2,0) € r y tiene como
vector director @B = (-1, -3, 2).

Por ser paralelo el plano a la rectas tiene como vector director @ =
(-1,1,-2).

L x—1 y—2 z
La expresion general del plano ﬂ,'éA; AB, CD) =| -1 -3 2 =0;
-1 1 -2

6(x—1)—2(y—2)—z—3z—-2(x—1)—-2(y—2)=0;
4(x—1)—4(y—2)—4z=0; x—-1)—-(y—-2)—z=0;

x—1—-y+2—-z=0=>n=x—-y—2z+1=0.

? Los puntosA(1,2,0),B(0,—1,2),C(2,—1,3) y D(1,0,1) determinan los vec-
tores:

AB = [B - A] = (-1,-3,2).

AC =[C—A]=(2,-1,3) = (1,2,0) = (1,-3,3).

AD =[D —A] = (1,0,1) — (1,2,0) = (0,—2,1).

El volumen de un tetraedro es un sexto del pradontxto de los vectores que
lo determinan.

1 -3 2
VABCD=§-|IE,E,ﬁI|=§- 1 -3 3||=113-4-6+3|=
0 -2 1




1 2
=5 14 =5

u? = 0,67 u?.

wIiN

Vagep =
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59 a) Una fabrica A produce el 30 % de los tractoresspudemandan en una Comu-
nidad Autonoma, una fabrica B produce el 20 %fakaica C el resto. El controlador

de calidad sabe que son defectuosos el 4 % dealtsries fabricados por A, el 10 %
de los fabricados por By el 2 % de los fabricagoasC. Elegido un tractor al azar,

calcula razonadamente la probabilidad de:

a,) No salga defectuoso. a,) Siresultdé defectuoso, que no fuera fabricadapor
b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada ijilaaelin estudiante al azar para
gue salga a la pizarra. Calcula razonadamenteolaapilidad de que los cinco dias
laborables de la semana salgan a la pizarra:

b,) Tres chicas. b,) El menos tres chicos.

a) D _»—p=03-004=0012

D _w—p=02-010 = 0,020
02 DA
B 0,9¢
RO p=02-0,90 = 0,180

-p=205-002=0,010

D - p=05-098 = 0,490
a)
P=P(D)=P(AND)+P(BND)+P(CND) =
=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C) =

=03-096+0,2-090+0,5-0,98 =0,288 + 0,180 + 0,490 = 0,958.

a,)

p— (E/D) _ P(CnD) _ P(A)P(D/A)+P(B)-P(D/B) _ 0,3:0,04+02:010 _

P(D) 1-P(D) 1-0,958
0,012+0,020 _ 0,032 _ 16 _
0,042 0042 21 0,7619.
b)
. 16 4 ) 4 1

P(chica) = P(M) = i 0,8. P(chico) = P(V) = i 0,2.

by)

Se trata de una distribucion binomial de los sigtds datos:



Probabilidad de chica = p = 0,8.
Probabilidad de chico=q=1—-p=1-0,8=0,2.
Datos: n=5; r = 3.

La formula de la probabilidad de que meelementos- sean favorables es la
_ n _
siguienteP = (r) p" g™,

P = (5) .0,83-0,22 =—>—.0,512-0,04 = >2.0,512- 0,04 =
3 (5-3)!-3! 2

=0,512-0,4 = 0,2048.

b,)
La probabilidad pedida es la suma de la probatullide que salgan tres chicos
mas la probabilidad de que salgan 4 chicos. Ahepa=0,2 y g = 0,8.

p = (g) .0,2%-0,82 + (Z) .0,2%-0,8! =

=10-0,008-0,64+5-0,0016-0,8 =0,0512 + 0,0064 = 0,0576.
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PROPUESTA B

1°) Calcula razonadamente los siguientes limites:

X

—_— 2
) 2-e¥ " 1\x—1 ) —eX 1y
a) llm( ) b) lim ———.
x-1\ x+1 x—>—1 X%2+4x+3
a)
X 1
) 2-e* " N\x—1 2-el71N1-1
hm( ) = ( ) = 1% = Indet.n%e =
x>1 \ x+1 1+1

x—1 x+1 x—=1

X X
eX 1l _y_1\x—1 X1 1\ %=1 ] x—1
=>1im("“+” a 1) . =1im(1+u) L =11m<1++1>

x+1 X 2-e —-x—-1
1 2-eX71_x—1x-1 x+1
=lim|1+ o =
x=1 2-eX71x—1
2x-eX 1 _x2_x
x+1 —
X+l x2-1
1 2-eX71_x—1
= lim 1+——57— =
x=1 2-eX71_x—1
2x-eX"1_x2_x
x+1 x2—1
1 2:eX~1_x—1 lim 2x-eX 1 _x2_yx 0
= |lim|14+—7F = ex->1  x*-1 = eo = [Indet >
x-1 =1
2-eX71_x—1
lim 2:e¥ " 14oxeX "1 2x-1 2.el7142.1.e171 211 242-2-1 1
= {L’Hopital} = ex-1 2x =e 21 =e 2 = ez2.
X
2-e* I\x-1 1
lim( ) = ez = +/e.
x—1 x+1 \/—

Este apartado también puede resolverse de lasiguiorma:

- : X Z,ex—l
(2 TN\x-1 _ (2el NI lim (2125 )
llm( x+1 ) = ( 141 ) = 1% = Indet.n% e = ex>1\x-1" x+1 /] =
x—1
1 2el™? 1 2e° 1
— el = ool 2 = eoll = g0 = plndet. (%)

() lim (120 = lim - [L2 + Le ™ — Lix + D]} =

x—-1 \x—1 x+1 1 Wx—-1



= lim {Z [L2+x = 1= L + 1]} = lim ZE2LE) 12010

x—1 x—1 x—1 x—1 1-1

= 1[L24x-1-L(x+D)]+x-(1-=
_ 100 _ % = Indet.=> {L'Hopital} = lim : (1) _
X—

_ 1-[L2+1—1—L2]+1'(1_i) — 1 _ l — l Sustltuyendo en (*)
2 2 '

1
X 1
. 2-eX¥ I\x-1 1
llm( ) = ez =+/e.
x—-1 x+1
b)
lim —eX oy _e(DP-1_(1)  _el7ly1 %41 —141 0 > Indet. =
xo—1 x2+4x+3  (-1)244(-1)+3 1-443 0 0 0 '
2 2
. . —2x-e* 711 —2.(-1)e("D°"1_1 291 2-1 1
= {L'Hopital} = lim — = = = =-.
xo—1 2x+4 2:(-1)+4 —2+44 2 2
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! y g(x) —X conx € R
1+x2 2’ '

2°) Dadas las funciong€x) =

a) Encuentra razonadamente las coordenadas de tesnestrelativos de las funcio-
nesf(x) y g(x).

b) Calcula razonadamente el area del recinto cetmatado por las gréaficas de las
funcionesf(x) y g(x).

a)
Es condicion necesaria para que una funcion tangaxtremo relativo que se
anule su primera derivada:

[t = (1+x2)?’ f=0= (A+x5)2 0; —2x =0=x=0.

g'(x) = x. gx)y=0=>x=0.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada:
Ssi es negativa para los valores que anulan la paigherivada se trata de un maximo, y
si es positiva, de un minimo.

F'(x) = —2:(1+x®)242x[2-(1+xD) 2x] _ —2-(A+x2)+8x% _ -2-2x%+8x% _ 6x2-2
X) = (1+x2)* T a+x?2)3 (A4x2)3 (1+x2)3°
f'"(0) = =2 = -2 < 0= Maximo parax = 0.

13

f(0) = :10 = 1 = Maximo relativo: P(0,1).

g"(x) =1> 0= Minimo para x = 0.

g(0) = g = 0 = Minimo relativo: 0(0,0).

Noétese que para ambas funciones los extremos/oslaon absolutos.

b)
Las abscisas de los puntos de corte de las gralecks funcioneg(x) y g(x)
son las raices de la ecuacion que resulta de ddaigjon de sus expresiones:

1 x?
— == 2=x"+xh x*+x?-2=0.

f)=g(x)=

Resolviendo la ecuacion bicuadrada:

x*+x*-2=0=2a=x*>a*+a—-2=0; (1=_1“—L2”+8=‘1J—“/6



—-143

== aq =:__2,a2 = 1.

Deshaciendo el cambio de variable:

x?=-2=>x¢R. x*=1=>x;,=-1,x,=1.

Los puntos de corte soh(—l,%) y B (1%)

La representacion grafica de la situacion es éasguindica en la figura adjunta.

N /

De la observacion de la figura, considerandor@siia con respecto al eje de
ordenadas de ambas funciones, se deduce la sigarfalcular, que es la siguiente:

S=2-[ ) —g@] -dr=2- [ (55 -5) dx=

1+x2 2

=2-[arctagx—x£1 =2-[(arctagl—lg)—(arctagO—Og)] =

3m—2

=2.(£_1)=§_§=Tu2 = 1,24 u?.
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-1 -1 -1 1 2 2 0 1 1
3°)Dadaslasmatricefs=<—1 1 0>,B=<0 1 1)yC=<1 1 0):

2 -1 0 1 -1 2 0 1 2

a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A.

b) Calcula razonadamente la mattizjue verifican qud - X — 2B = C.

a)
Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan
-1 -1 =111 0 O
(A|I)=<—1 1 o010 1 0):{F1—>—F1}=>
2 -1 010 0 1
1 1 11-1 0 O F, > F, + F, 1 1 1]-1 0 O
=|(—-1 1 0]0 10=>{F_)F_2F}:>02 11-1 1 0]=
2 -1 0olo o0 1 30 M N0 -3 =212 0 1
1 1 11-1 0 O
F, - F, —F
1 _1 1 1 2
~omi=(0 1 3[5 0)= (R
0 -3 =212 0 1
1.1 _1
10 2|72 0 1 0 -2 -2 0
=>(0 1 3= 1 0|=>{K->-2R}=>(0 1 -2 1 o |=
0 0 —3l1 ¢ 1 0 0 1]-1 -3 -2

F, » F, —F 100
=>{1 1 23}=><0 1 0
00 1

0o 1 1
=>A‘1=<0 2 1).
-1 -3 =2

También puede obtenerse la matriz inversa pedidia jpoljunta de la traspuesta:

0 1 1
0 2 1)=>

-1 -3 -2

A1 = Adj. de A*
A
1 -1 -1
Al=|-1 1 o|=-1 [_21 _11]=—1-(1—2)=1.
2 -1 0




|1 —1| -1 —1| |—1 1
0 0 1 0 1 0 \
Adj.de At = | 01 g :} (2) —|j _01||=
520 -1 2L
1 -1 —1 -1l -1 1

0o 1 1 0o 1 1
=<0 2 1>=>A‘1=<0 2 1).
-1 -3 =2 -1 -3 =2

b)
A-X—2B=C;, A-X=2B+C;, A71-A-X=A4"1-(2B + C);

[-X=A1-Q2B+C)=>X=A4"1-2B+0C). (1)

1 2 2 0 1 1 2 4 4 0 1 1
2B+C=2-<O 1 1>+<1 1 0>=<0 2 2>+<1 1 0>=
1 -1 2 0 1 2 2 =2 4 0 1 2

2 5 5
(1 3 2). Sustituyendo en (1) y operando:
2 -1 6

0 1 1 2 5 5
X=A"1-2B+0)=[ 0 2 1 /-1 3 2
-1 -3 -2 2 -1 6

3 2 8
X = ( 4 5 10 )
-9 12 =23

kkkkkkkkkk
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4°) Dadar = xT_l = % = % el puntoP(3,1,—1) y el planor = 2x + y — z = 0:

a) Calcula la distancia del punto P a la recta

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones pararsétada recta que pasa por el
punto Py por el punto Q, siendo Q el punto deecoetla recta y el plano paralelo a
7 que contiene a P.

a)

La distancia de un punto a una recta puede detarsd@ teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectaresmodulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto dealselpor la altura.

Para una mejor comprension del proceso
se hace un dibujo de la situacion.

S = [v; AAP =
SZ'T;_r)/}.hl}:|vr/\AP|=|vr|-h:>

7P

|vr|

=>h=d(P,r) =

Aplicando la formula al puntB(3,1,—1) y a larectar = xT_l =
Un punto y un vector director de la recta 4qm, 0,—1) y v, = (3,1, 2).

AP=[P-4]1=[(3,1,-1) - (1,0,-1)] = (2,1,0).

i j ok
L 3.1 2
(P r)_|vr/\AP|_ 2 1 oll _ 14j+3k—2k—2i| _ |-2i+4j+k| _ (-2)2+42412 _ VA+16+1 _
AT 0wl VE2H12+22 . Aoxi+d J1d Via - Via
V21 V3 e
Viza 2 2

d(P,r) = \/z_g unidades.

Otra forma de resolver este ejercicio es la sigaien

El haz de planos perpendiculares a la reti@ne por ecuacion general la expre-
sibnia =3x+y+2z+D =0.

De los infinitos planos del haz el planof que contiene al punt®(3,1,—1)
es el que satisface su ecuacion:

a=3x+y+2z+D =0

P(3,1,—1)}=>3'3+1+2'(_1)+D:0;



9+1-2+D=0; 84D=0=>D=-8=>8=3x+y+22z—8=0.

El puntoM, interseccion de la rectacon el plang es la solucidn del sistema
gue forman:

B
f=3x+y+2z2—8=0
x=1+34 N
r=yy=41
z=-1+2A

3-(1+30)+A+2-(-1422)—8=0;

34+4914+1—2+41—8=0; 14/1=7:~A=§.

x=1+3=2
2 2 5 1
1 i
M=dy 1 =M (,2,0).
z=-1+1=0

La distancia pedida del punkoa la rectar es equivalente a la distancia entre los

puntosP y M, o sea el médulo deM = [(5 z 0) - @3, 1,—1)] = (—1,—%, 1):

2’2’ 2

d(p,7) = |PQ| = \/(_%)2 + (—%)2 r12= [f4li1= \EJ?E unid.

Como cabia esperar se obtiene la misma solucion.

b)
El haz de planos paraleloza&®sy =2x+y—z+D = 0.

El planod € y que contiene al punt®(3,1, —1) es el que satisface su ecuacion:

y52x+y—z+D=0} A . _
P(3,1,-1) =22:-34+41+41+D=0;84+D=0=>D=-8=
=>0=2x+y—z—8=0.

El puntoQ, intersecciéon de la rectacon el planad es la solucion del sistema
que forman:

6=2x+y—z—8=0

x=1+34 A,
r:{y=/1 = 2(1+3A) +A—(=1+21) —8=0;
z=-14+2A

2+6A+4A+1-24-8=0; 54—-5=0;, 1—-1=0=>41=1.



El puntoQ resulta sef (4,1, 1).

Un vector director de es cualquiera que sea linealmente dependientedielr
halladoPQ = [Q — P] = [(4,1,1) — (3,1,-1)] = (1,0,2) = ;.

x=34+A1
La recta pedida que pasa pa?(3,1,—-1)es=s={y =1 :
z=—142A
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59 a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos =ndinte una emergencia los
sensores se activan de forma independiente. Lapilaad de que se active el primer
sensor es de 0,98 y de gque se active el segunitlo @96. Calcula razonadamente la
probabilidad de que ante una emergencia:

a,) Se active al menos uno de los dos sensores.

a,) Se active uno de los sensores.
b) El tiempo, en horas, empleado en realizar ciete@vencion quirdrgica sigue una
distribucion normaN (10, 2). Calcular razonadamente el porcentaje de estrvant-

ciones que se pueden realizar:

b,) Entre 6,5y 13 horas. b,) En menos de 7 horas.

a)
P(1) = 0,98; P(2) = 0,96.

a)
P=P(Qu2)=P1)+P(2)—P(1Nn2)=098+096—-0,98-0,96 =

= 1,94 - 0,9408 = 0,9992.

az)
P=P(1n2)+P(2n1)=1098-(1—0,96) + 0,96 (1 —0,98) =

=0,98-0,04+0,96-0,02 =0,0392 + 0,0192 = 0,0584.

b)
X - N(u,0) = N(10,2).  Tipificando la variablez = =—=.

by)

P=P(6,5SZS13)=P(

6,5—1OSZ< 13—10)

—p (%5 <7< g) =P(-1,75<Z<15) =P(Z<15)—[1-P(Z<175)] =

=P(Z<15) —1+P(Z<1,75) =09332—1+0,9599 = 1,8931 — 1 =

= 0,8931 = 89,31 %.

b;)
P=PX<7)=P(z<2)=P(2<2) =Pz <-15)=

2



=1-P(Z<15)=1-0,9332=0,0668 = 6,68 %.
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